SÉRIES DE POINCARÉ MOTIVIQUES D'UN GERME 
D'HYPERSURFACE IRRÉDUCTIBLE QUASI-ORDINAIRE 
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Résumé. Nous donnons ici une description combinatoire, faisant intervenir 
les exposants caractéristiques de la singularité, des arcs tronqués tracés sur un 
germe irréductible d'hypersurface quasi-ordinaire. Cela nous permet d'obtenir 
une expression inductive des séries de Poincaré de ce type de singularité. 
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1. Séries de Poincaré motiviques 

Soit (X, 0) un germe de variété analytique sur un corps k de caractéristique 
nulle. Soit p un entier naturel. Nous définissons l'espace des jets d'ordre p, noté 
X p , comme étant la variété algébrique sur k dont les points K-rationnels, pour 
toute extension de corps K de k, sont les K[i]/t p+1 -points de (X, 0). C'est-à-dire 
que nous avons X p — {ip : Speck[[É]]/É p+1 — ► (X, 0)}. Dans le cas particulier 
où (X, 0) est un germe de variété analytique définie par les équations fi(x) = 0, 
pour i = 1, r et x = (xt, x s ), alors X p est la variété affine définie par les 
équations en les variables Xj t k pour k = 1, p et j = 1, s, provenant du fait 
que fi(xj } it + • • • + Xj, p t p ) — mod t p+1 pour tout i. 

La limite projective de ces variétés, appelée espace des arcs sur X, est notée X^ 
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et n'est en général pas de type fini sur k. 

Nous avons les morphismes naturels de troncations 

n p : Xoo — ► X p et 7t Pi( j : X p — ► X q pour p> q . 

Nous nous intéressons ici au comportement des arcs tronqués, c'est-à-dire aux 
, ïïp{X 00 ) quand p varie. Nous savons, d'après le théorème de Greenberg [Gr], que ce 
sont des ensembles constructibles. On peut donc considérer leur image dans l'anneau 
de Grothendieck K (Vart) des variétés sur k [DL1]. Plus précisément nous nous 
intéressons à la série de Poincaré géométrique P ge om,x,o(T) ■= Y^ p >o[ n p(^oo)]T p 
où [Y] représente la classe de la variété Y dans K (Vark)- Denef et Loeser ont 
montré que cette série était rationnelle avec un dénominateur qui s'écrit sous forme 
du produit de termes de la forme 1 - L a T 6 où L := [A£] et a G Z et b E N\{0} 
(cf. [DL1]). Cependant la preuve utilise à la fois la résolution des singularités de la 
variété et un théorème d'élimination des quantificateurs dû à Pas [Pa], et n'apporte 
aucune information quantitative, en particulier sur les pôles. Cette série a jusqu'à 
présent été calculée pour les branches planes (cf. [DL2]) et les singularités de sur- 
faces toriques normales (cf. [LJ-R2] et [Nil]). 

Par ailleurs, on peut aussi considérer <p p , la formule dans le langage de premier ordre 
de k[[T]], dû à Pas [Pa], qui définit tt p (X 00 ), qui est un ensemble constructible, et re- 
garder sa mesure arithmétique Xc{fp) dans l'anneau de Grothendieck K$ {Mot k q)q, 
c'est-à-dire l'anneau de Grothendieck des motifs de Chow sur k à coefficients dans 
Q tensorisé avec Q (cf. [DL2] ou [Ha] pour une introduction). Une autre série in- 
téressante est alors la série définie par J2 P >o Xc{fp)T p . Cette série se spécialise pour 
tout q premier, sauf un nombre fini, en la série ^2 p>0 N qP (X, 0)T P , où N qP (X, 0) est 
le cardinal des Z/g p Z-points de (X, 0) qui se relèvent en des Z^-points de (X, 0). 
Denef et Loeser ont montré le même résultat de rationnalité pour cette série que 
pour la série géométrique (cf. [DL2]). Cette série a été calculée pour les branches 
planes (cf. [DL2]) et les singularités de surfaces toriques normales (cf. [Nil]). Pour 
les branches planes ces deux séries diffèrent et pour les surfaces normales toriques, 
J. Nicaise montre l'égalité. 

Nous avons effectué ici le calcul des séries géométrique et arithmétique d'un germe 
d'hypersurface irréductible quasi-ordinaire. Ce type de singularité généralise les 
singularités de courbes planes dans le sens où il existe une paramétrisation de ces 
singularités à l'aide de séries fractionnaires à plusieurs variables dont le dénomina- 
teur est borné. L'ensemble des exposants, apparaissant dans l'écriture des ces séries, 
appartient au groupe engendré par un nombre fini d'exposants, appelés exposants 
caractéristiques, qui généralisent les exposants caractéristiques d'une courbe plane. 
Pour calculer la mesure motivique de l'ensemble des arcs tronqués à l'ordre p, nous 
décomposons cet ensemble en deux ensembles constructibles : l'ensemble des arcs 
tronqués qui ne se relèvent pas en arcs inclus dans le complémentaire du tore et son 
complémentaire. Nous donnons d'abord une caractérisation combinatoire des arcs 
tronqués qui ne se relèvent pas en arcs inclus dans le complémentaire du tore. Cela 
nous permet de calculer la mesure motivique de l'ensemble de ces arcs tronqués. 
Enfin nous donnons une formule de récurrence sur la dimension du germe pour la 
mesure de son complémentaire. Nous obtenons alors des formules générales, induc- 
tives sur la dimension de l'hypersurface, de ces deux séries. Nous donnons enfin une 
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formule explicite de ces séries dans le cas où les coordonnées des exposants carac- 
téristiques de la singularité sont supérieures à 1, c'est-à-dire quand la projection de 
celle-ci est "très" transverse (théorème 10.3). 

Je tiens à remercier ici M. Lejeune-Jalabert pour avoir fait preuve de patience 
à l'écoute de ces résultats et pour ses précieux commentaires. Je remercie aussi J. 
Nicaise pour m'avoir, le premier, parlé des séries de Poincaré motivique lors du 
GAEL XII, et Helena Cobo Pablos et Pedro Gonzalez-Perez pour m'avoir indiqué 
une erreur dans la première version de ce travail. 



Nous rappelons ici la définition de singularité quasi-ordinaire et les propriétés de 
ces singularités dont nous aurons besoin. 

Définition 2.1. (cf. [G-Pl] par exemple) Soit / G C{Xi, AT m }[F] un polynôme 
distingué. On dit que / est quasi-ordinaire si son discriminant Ay(/) a un terme 
dominant, c'est-à-dire si il s'écrit X a u où a S Z> et u est inversible. Géométrique- 
ment, cela revient à dire que le discriminant de la projection du germe (X, 0) C 
C m+1 — ► C m qui envoie le point de coordonnées (x\,..., x m , y) sur le point de 
coordonnées {x\, x m ) est à croisements normaux. 

Nous avons alors la proposition 

Proposition 2.2. [Ab] Les racines de f vu comme polynôme en Y sont dans 



De plus les racines de f sont deux à deux comparables, c'est-à-dire que pour toutes 
Ç et £' racines de f , £ — £' s'écrit X a u où a £ Q> et u est inversible. 

Le semi-groupe Pf m+1 étant muni de l'ordre lexicographique <i ex , nous pouvons 
définir l'ordre suivant sur N m : 

Si (ai, a m ) et (J3i, (3 m ) G N m , (ai, a m ) < (/?i, (3 m ) si et seulement si 
(|a|,ai,..., a m ) < lex (|/3|, fc, f3 m ). Ainsi C{X 1 ,... 7 X m } est muni d'une valua- 
tion i/x, à valeurs dans N m muni de l'ordre défini précédemment, qui à un monôme 

X a associe (ai, a m ). La valuation vx s'étend alors à C{AT} (mais son groupe 
de valeurs est alors Q m ). 

Théorème 2.3. [Ga],[Li2] Soit f irréductible et quasi- ordinaire. Alors nous avons : 

(1) Si degyif) = n alors fan racines distinctes dans C{I»}. 

(2) Si £ est une racine de f dans C{X" }, alors il existe des éléments de (^-Z) m , 
strictement ordonnés, a(l) < ■ ■ ■ < a(g) (i.e. afe(l) < • • • < ak(g) pour tout 
k et a(i) ^ a(j) pour i ^ j) tels que l'on puisse écrire 



2. Singularités quasi-ordinaires 



C{X}= lim C{xi}. 
keW 



t = a» + a + • • • + e s 

avec £o G 




a(i)<c 



4 



GUILLAUME ROND 



X e apparaît dans & c G Z m + a(j)Z, 

^x(^fe) = a(fc) pour tout k. 
(3) Si £ esi racine de f dans <C{Xi}, alors l'ensemble des racines de f est 

l'ensemble formé des Ç(wiXf , w m X 7 n) où les w k parcourent l'ensemble 
des racines n-ièmes de l'unité. 

Remarque 1. Quitte à faire le changement de variables 

Xk i — ► Xk, Vfc 
et Y .— » Y + 

nous pouvons supposer que £o = dans le théorème précédent. 

Définition 2.4. Les a(fc) du lemme précédent sont appelés les exposants carac- 
téristiques de /. 

Nous pouvons aussi définir l'ensemble des exposants caractéristiques comme 
étant l'ensemble 



Nous pouvons définir les réseaux M = M := Z m et M k := Z m + Y,i< k a{l)% m 
pour 1 < k < g et les réseaux duaux N :— Mj et N = Nç>. Nous définissons les 
entiers caractéristiques n k du germe d'hypersurface comme étant les indices des 
M fc _i dans M k : 

n k = [M fc : M fc _i]. 
Nous posons aussi no = 1 et n_i = 0. Nous notons 

e k ^i = nk—Tig pour k = 1, 

Notons i = Lo le corps des fractions de C{X}. Nous pouvons remarquer que pour 
k = 1, ...,5, 

e fc = [L[£] : XIX^ 1 ), = [L[£] : L[fc + • • • + &]] 

et n k = [L[X a{1 \ X ak ] : L[X a{1 \ X< k ~^]] 

= [£[& + ■■■ + &] + 
En particulier nous avons eo = n = n\...n g . 
Nous pouvons aussi définir les vecteurs j(k) par : 

7 (1) :=o(l) 
7 (fc + 1) := n k j{k) + a(k + 1) - a(k) 
Dans le cas m = 1, ce sont les uji sont des générateurs du semi-groupe de l'ensemble 
des multiplicités d'intersection (C, X)q où C parcourt l'ensemble des germes en 
de courbes planes non contenues dans X (cf. [Z]). 
Nous avons le 

Lemme 2.5. [G-P2] Le sous-réseau de M g engendré par 7(1), j(k) est égal à 
M k et l'ordre de j{k) dans le groupe M k jM k -\ vaut n k pour tout k. 
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Enfin, pour tout i compris entre 1 et m notons h le plus petit entier qui vérifie 
di(ki) ^ 0. Quitte à effectuer une permutation des variables Xi, nous pouvons 
supposer que nous avons 

1 = ki = k 2 = ■ ■ ■ = k io < k ia+ i < k ia+ 2 < • • • < k m < g 

3. Arcs et désingularisation plongée torique d'une hypersurface 
irréductible à singularité quasi-ordinaire 

Soit if(t) := (xi(t),..., x m (t), y(t)) un arc tracé sur un germe (X, 0) d'hy- 
persurface irréductible à singularité quasi-ordinaire d'exposants caractéristiques 
a(l),..., a{g) définie par un polynôme de Weierstrass / € C{Xi, A m }[F]. Alors 
f \xi(t), x m (t), y(t)) = 0, donc y(t) = Ç{x^ n {t)) où £ = £i + • • • + Ç g est une 
racine de / (avec les notations du théorème 2.3) et les x X J n (i) sont des racines n- 
ièmes de Xi(t) dans Cfli 1 /"]]. Nous noterons souvent Ç au lieu de quand 
les racines n-ièmes de Xi{t) seront fixées. 



Remarque 2. Soit X a = X^...X^ un monôme de C^ 7 ",..., X% n ]. Consid- 
érons m séries Xi(t) = J2k x iM k de C[[i]], et notons U = ovA{xi{t)). Le choix d'une 
racine n-ième de Xi{t) dans C^i 1 /"]] dépend uniquement du choix d'une racine n- 

1 In 

ième de Xi^ i dans C. Pour tout i fixons une racine n-ième de Xij, t et notons la x i X . . 
Nous noterons alors sans équivoque x^\. = {x\{ n ) nai . Dans ce cas nous avons 

Xi (tr - ( i + E - ( 1 + E 

V k>U+i Xi ' li J \ k>i Xlh 

t 

V 

avec ("*) := a '( a '~ 1 ) — _ n ous voyons que a;" 1 (t)...x^ (t) est dans C[[i]] si 
et seulement si J2i e Si tel est le cas, pour tout céN avec c > J2i I e 
coefficient de t c dans l'expression de la série a;" 1 (t)...x%r (t) es t un polynôme de la 
forme suivante : 

m I 

W x 1]h P x i,k/xi,h; ^ + l<fc<c-E a jh + k et 1 < i < 

»=1 V j 

où P est un polynôme quasi-homogène de poids c — ^ . a^/j et où x^k/xi^ est de 
poids k — li. 

Notons 6fc : Z m — ► Q la forme linéaire 

m 

Mi) :=E a ^' VfcG{0,..., 5} 

i=l 

et M l'application linéaire 

M : Z m > (Z/nZ) 9 

(h,...,l m ) i — > (nX)o»(l)i»,-, 
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Si h est l'ordre de Xi(t), alors d'après le théorème 2.3, nous voyons que nécessaire- 
ment &i(f) e N et donc ^(a; 1 /"^)) € C[[t]}. En retranchant £i(z 1/n (i)) à y(t), nous 
voyons alors que 62(1) G N et donc que ^(x 1 ^^)) G C[[t]]. Par induction nous 
voyons que 

(ord(xi(f)), ord(a; m (i))) G KerM. 

Inversement, si l'on se fixe m séries formelles en t, notées Xi(t) pour 1 < i < m, qui 
vérifient (ord(xi(t)), ord(ar m (t))) G KerMn (N*) m , alors pour toute solution £ 
de /, nous avons ^/"(i)) G C[[i]], et (xi(t),..., x m (i), C(^ 1/n (0)) définit un arc 
tracé sur (X, 0). 

Nous allons maintenant relier Ker M aux réseaux apparaissant dans une résolution 
plongée torique de (X, 0). Nous rappelons ici la construction de la résolution plongée 
torique construite par P. Gonzalez Perez [G-P2]. Dans la suite, nous noterons 
la variété torique d'éventail E. 

Soit R = C{Xl, X m }[Y]/(f) l'anneau des fonctions de (X, 0). L'anneau R 
est une C{Xi,..., X m }-algèbre de finie. Nous avons alors un morphisme fini ir : 
(X, 0) s*- (A™, 0) dont le lieu de ramification est inclus dans le germe à croise- 
ments normaux défini par X\...X m = (non-ramifié au-dessus du tore). Notons a 
l'éventail de A£? gai à et A l'éventail a © R?, = R> +d C (N A ) R où N A est le 
réseau N®"L 9 . Soit u\, u g la base canonique de {0}©Z 9 . Les éléments de An Ma 
sont de la forme (v, 10) où v G âCiM et w = wiu* + - ■ ■ + w g u* avec un G Z>o- Nous 
allons considérer le plongement (X, 0) C (Za, oa), où oa est l'orbite de dimension 
de la variété torique Za, défini par le morphisme de C{X\, X m }-algèbres : 

*:C{Xi,..., X m }[U u ..., U g -i]^R 

qui à Uj associe Çj_i(£) où (qo, q±, q g -i) est un système de racines approchées de 
/ (c'est-à-dire que qj est polynôme quasi-ordinaire minimal de C{Xi,..., X m }[Y] 
associé à la branche £1 + • • • + £j ; en particulier q = Y). Nous pouvons remarquer 
que *(î/i) = £. 
Soit 

(f : Ma — > M g 

(v,w) 1 — > v + J2 g k =iWkl(k) 

Soit L C (ATa)r l'espace linéaire défini comme étant l'orthogonal de Ker(ip) et soit 
S le cône Af) L. Nous appellerons squelette de la singularité le cône S (selon la 
définition de [LJ-R1]). 

Donnons tout d'abord la définition de résolution partielle : 

Définition 3.1. Soit X une variété plongée dans Z^, 1 une variété torique d'éventail 
Si. Soit E 2 une subdivision de Ei. On dit que le morphisme torique 1^2,1 : ^e 2 — '' 
Z Sl est une résolution plongée partielle de X si pour toute division régulière E 3 
de E 2 contenant tous les cônes réguliers de E 2 , le morphisme torique induit <^3 i2 : 
Zy, 3 — > Z-£ 2 composé avec 1^2,1 est une résolution plongée de X . 

Nous avons alors le 

Théorème 3.2. [G-P2] SoitTi une division de A contenante. Alors le morphisme 
7T£ : Zy, — > Z a. est une résolution plongée partielle du germe (X, 0) C (Za, oa). 
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Nous pouvons alors donner une description de KerM. Tout d'abord nous ap- 
pelerons vecteur caractéristique de h (où h est un arc de (A™, 0) défini par (xi(i), x 
le vecteur (xi(t), x m (t), go(Oi ■■■> ?s(0)- 

Proposition 3.3. Le squelette S correspond exactement à l'ensemble des vecteurs 
caractéristiques. En particulier le sous-réseau KerM C N est indu dans la projec- 
tion de S sur N . 

Démonstration. L'application linéaire <p est définie par la matrice 
/ 1 •• 

1 •■ 

••• 1 
\ ■•■ 

Le noyau de (p est donc l'image de l'application linéaire de N g dans Na définie par 
la transposée de cette matrice. Or N g = KerM. Donc S est exactement l'ensemble 
des éléments de la forme (/, p) avec l £ KerM et pu = Y^ili{k)k pour 1 < k < g. 
Or, pour tout vecteur caractéristique (xi(t), x m (t), qo(Ç), Qg{£)), nous avons 
ord(<7fe(^)) = J2i 7i(fc)ord(xj(t)). Donc S correspond exactement à l'ensemble des 
vecteurs caractéristiques. □ 

4. DÉFINITIONS 

Nous allons étudier ici les séries de Poincaré géométrique et arithmétique : 

P g eom,X(a(l),...,a(g))A T ) ~ I>p(*(«(l)> -. «(.9))oo)]T P , 

p>0 

Parit,X(a(l),...,a(g))fl( T ) : = X! Xc('Pp)T P 

p>0 

où (X(a(l), a(g)), 0) est un germe d'hypersurface irréductible, mais non néces- 
sairement réduit, défini par / quasi-ordinaire. L'espace des arcs tracés sur le germe 
d'hypersurface défini par / et celui des arcs tracés sur le germe d'hypersurface ré- 
duit associé sont les mêmes. Les espaces d'arcs tronqués sont donc aussi les mêmes. 
Nous pouvons donc supposer que le germe considéré est réduit. Supposons que / 
est un polynôme de Weierstrass de C{Xi, X m }[Y] de degré n. 
Notons 

X P ,h,...,i m n P (X(a(l), a(0))oo) n {(xi(é), x m (t), y(t)) / ord(x,) = h} 

et 

<Pp,li,...,l m : = fp A (ord(xi) = h) 
avec ip p = ip p (a(l), a(m)) la formule 

3zi(é), z m (t) ((ordOi - z,) > p) A (ord(y - h(z j) > p)) . 

Nous noterons X(a(l), a{g)) PtCn le sous-ensemble constructible de l'ensemble 
constructible 7r p (X(a(l), a(g))oo) qui correspond à la troncation d'arcs pour 
lesquels un des Xi(t) est nul et nous noterons X(a(l), a(g)) Pt to le sous-ensemble 
de TT p (X(a(l), a(g))oo) qui correspond à la troncation d'arcs qui ne peuvent 



o 7i (i) ••• 7i (g) \ 

: : : 

: : : 

1 7m(l) ••• Jm{g) ) 
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pas se relever en arcs pour lesquels un des Xi(t) est nul. De même nous noterons 
</? P ,cn(a(l), a(m)) la formule 

3z! (t), z m {t) {{oTà(xi - Zi ) > p) A (ord(y - h{z)) > p) A (3t / Zl {t) = 0)) 

et tp Ptto (a(l), o(m)) la formule 

(3^i (t), z m (t) ((ord(x î - zi) > p) A (ord(y - > p)) ) 

A(-.3*i(t),..., z m (i) ((ord(z; - 2;) > p) A (ordfo - > p) A (3i /«<(*) =0))) 

Nous avons évidemment 

[7rp(X(a(l), a(g))oo)] - [X(a(l), a(g)) PtCn ] + [X(a(l), -, o(*/)) Pito ] 

et Xc(<^p(a(l), -, a(m))) = Xc(v P ,t (a(l), -, a{m))) + x c (pp, cn (a(l), a(m))) . 
Notons aussi 

^ e (a(l),..., o(m))(T) :=£[X(a(l),..., «( 9 )) P ,JT P , 

p>0 

P* e °- (o(l),..., a(m))(T) :=£[X(a(l),..., a(. 9 )W ]T" , 

p>0 

P^ eC (a(l),..., o(m))(T) :=^Xc(^, OT (a(l),-, , 

p>0 

et P^ e (a(l),..., o(m))(T) := £ x c fo,, to (a(l), «(m)))P . 

p>0 

Remarque 3. Si pour tout i nous avons U < +oo, alors [xp,h i m ] — si et 

seulement si l £ KerM (et de même Xc(<£p,îi,...,î m ) = si et seulement si l £ 
KerM). 

5. ÉTUDE DES TRONC ATIONS D'ARCS NE SE RELEVANT PAS EN ARCS POUR 
LESQUELS UN DES X t {t) EST NUL 

Le terme [X(a(l), a(g)) P ,to] correspond aux arcs tronqués qui ne peuvent pas 
se relever en arcs pour lesquels un des Xi(t) est nul. Si (xi(t), x m (t), y{t)) est un 
arc dont la p-troncation ne peut pas se relever en un arc pour lequel un des Xi (t) 
est nul, nous notons U = ord(:Ej(i)). Nous avons alors la proposition suivante : 

Proposition 5.1. Soit h(t) := (xi(t),..., x m (t), y(t)) un arc de (X, 0). Alors la 
p-troncation de h ne peut pas se relever en un arc pour lequel un des Xi(t) est nul, 
si et seulement si l'une des deux conditions suivantes est vérifiée : 

Cl) Soit U < p pour tout i. 

C2) Soit il existe i tel que +oo > U > p + l, et 

- p — lj > bki (L) — bkj (!) pour tout j tel que kj < ki, 

- b ki (l)<p. 

Remarque 4. En particulier, si fcj ^ kj, alors U et lj ne peuvent être supérieurs 
strictement à p en même temps. En effet, supposons U > p et lj > p avec i ^ j et 
h > kj. Alors nous avons selon la seconde condition : p — lj > 6k 4 (Z) — bk j (l) > 0, 
ce qui est contradictoire. Si il existe i tel que U > p, nous noterons n l'entier fcj. 
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Démonstration. Montrons tout d'abord qu'un arc tronqué qui ne peut pas se relever 
en arc pour lesquel un des Xi(t) est nul vérifie nécessairement l'une des deux con- 
ditions. Tout d'abord, si li > p + 1 et si bkAL) > p + 1, alors on peut relever cet 
arc tronqué en un arc pour lequel Xi{t) — 0, en considérant un relevé quelconque 
h de cet arc tronqué, et en choisissant l'arc h' dont toutes les coordonnées, sauf la 
i-ième, sont égales à celles de h, et la i-ème est nulle. 

Maintenant supposons que k > p + 1 et que p — lj < bk t ({) — b klj (l) pour un j tel que 
kj < fcj. En particulier, d'après la remarque 4, pour j tel que kj ^ ki, lj < p et donc 
les Xj t k sont fixés pour k < p car les Xj(t) sont fixés modulo t p+l . Considérons alors 
le coefficient de i bfc * ® dans l'écriture de Çkjix 1 / 71 ) et dans l'écriture de {x 1 / 11 ). 
Dans Çki (x 1 ^), celui-ci est de la forme 

T\xlt\ ( X ^ h ^ +P (El*, k < Mi ) - Mi ) + , r et 1 < r < m)) 

V X 3lj \ x r.l T J J 

où P ne dépend pas de — kj — — h -^- — -. Comme bkAL) — bkAL) + h > p, le terme 

x j,ij ' 3 



n'apparait pas dans l'écriture de Xj(t) modulo t p+1 . Il n'apparait 

pas non plus dans l'expression des coefficients de t d , pour d < bkAL), dans l'écriture 
de ^(x 1 /"). D'autre part, le coefficient de t bk A l -> dans l'écriture de Çk t (x 1 /™) est de 
la forme : 

no r (fc 4 ) a r (ki) 
X r,l T - X i,h 

En particulier, nous pouvons choisir Xi t i i égal à zéro en donnant la bonne valeur 

au terme - - . Ceci n'affecte alors ni la valeur de xAt) modulo t p+ , ni 

x j,ij J 

la valeur des coefficients de t d , pour d < bkAL), dans l'écriture de ^{x 1 / 11 ). Nous 
pouvons continuer ainsi par récurrence croissante sur c en regardant le coefficient 
de t c dans l'écriture de ^{x 1 / 71 ) et annuler le terme x i c _j2 _, a r (ki)i r en modifiant 

x 3,c-b k . + 

éventuellement le terme - . 

x i,ij 

Montrons maintenant la suffisance de ces deux conditions. La première condition 
implique clairement que l'arc tronqué ne peut pas se relever en un arc dont l'une 
des coordonnées est nulle. Montrons que la seconde est aussi suffisante. 
Soit h un arc qui vérifie la seconde condition. Tout d'abord, comme lj < p pour 
j tel que kj ^ ki, les coordonnées Xj(t) d'un relèvement d'une p-troncation de h 
sont non nulles. Plus particulièrement, pour j tel que kj ^ ki, Xj.k est fixé pour 
lj < k < p. Le coefficient de t b AD fixe WjX^f 1 . Par 

récurrence croissante sur les 

coefficients de t c , pour c < bkAL), Yij^]^ es t fixé pour r < ki car seuls les Xj± 
pour j ^ i et k < c — b^ {L) +lj < p apparaissent dans son expression. Considérons 
alors le coefficient de t bk At) dans l'expression de la coordonnée y(t) de h. Nous avons 
y{t) = ÇA xl/n (t)) + ■ ■ ■+£,kA xl,n i t )) + ■ ■ ■+C g (x 1/n (t)) pour un choix d'une racine 
n-ième des Xj(t). Le coefficient de t bk A!^> dans l'expression de Ç r (x 1/n (t)) est de la 
forme (pour r < ki) : 

n x 7,lf )Pr ( x 3< k / x i> l i> k - bk >(-ï ~ bk ^ + l A 

j^i 
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d'après la remarque 2. Or nous avons p — lj > &fci(I) — b kj ([) > b r (l) — b kj (7), et donc 
Pr { x j,k / x j,ljjk < bki ({) — bk r ({) + lj ) est fixé du fait que les Xj (t) sont fixés modulo 
t p+1 . D'après la récurrence, le coefficient considéré est donc fixé. Le coefficient de 
t bk i^ dans l'expression de (a; 1 /™^)) est de la forme : 

X 3,lj - X i,h 

Donc le coefficient de i bfc i ® dans l'expression de est de la forme ax^ k ^ +b où b 
est fixé et a est non nul par hypothèse sur h. Comme x i j i ^ par hypothèse sur h, 
b ^ et nécessairement tout relevé de la p-troncation de h a sa i-ième coordonnée 
non nulle. Plus précisément, nous pouvons remarquer que nécessairement &k 4 ({) = 
cij(ki)lj est fixé. 



□ 



Nous avons donc 
(1) X(a(l),..., a(g)) p . to = (J X P ,h,...,l m 

(li,-,l m )eD(m) p 

OÙ 

S m:P := {(h, l m ) /h < p}|J 

(Ci) -. 'm)/i» > P,P~lj> bki(l) - ^(1), fej < h, b ki {l) < p}j 

et D(m) p := E TOiP n Ker M n (N*) m . 
Il nous suffit donc de calculer Xp,h,...,l m e t <Pp,li,---,l m > e t d'étudier l'union (1). 

6. Calcul de x P ,h,-,i m et ^ p ,i u -,i m 

Pour calculer \ P , h l m et ip Pj i lt ...,i m , nous allons voir que \p, h,...,l m peut s'écrire 

sous la forme X P ,h i m x &c P '~\ où n(p,l) est un entier, et nous allons trouver 
un revêtement galoisien W — ► % i t ,...,i m surjectif où [W] est facile à calculer et 
l'action du groupe de Galois du revêtement est facile à décrire. 

il 

Pour cela, notons Xj = ^2 r>i . Xj^ r t r et Zj = Zjfit n (1 + X)r>i Les termes 

Zj <r pour r > p — lj n'apparaissent pas dans l'expression de z™ modulo t p+1 mais 
z j,p-ij Y apparait. De même les termes Zj, r pour r > p — b kj ([) n'apparaissent pas 
dans l'expression de £(z) modulo t p+1 si p > 6^ (1) mais £j, P -b fc . (z) y apparait. Si 
P < bkj(L), alors aucun terme Zj, r n'apparait dans l'expression de Ç(z) modulo t p+1 . 
Soit 

W L := G™C x ^ {p - ll ' p - bk ^ m x • • • x A £°*{p-*«»r->» m ®}. 

On considère sur Wi les coordonnées (zi,q,..., z m ,o) sur le premier facteur et les 
coordonnées (2^1, ^•,max{p-j j ,p-6 fcj (i)}) sur le + l)-ième facteur. 
Soit V la variété A p ( m+1 ) ; considérons le morphisme de C-schémas hi_ : W\_ 1 — ► V 
qui envoie le point de coordonnées précédentes sur les p premiers coefficients de 

C et fa) (où *,(t) := z,, ^(l + Y^ 1 "*^'™ z,^)) : 

fc, : W t — > F 
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max(p— h,p— bk i (i)) 

Zi = Ziflt» (1 + Z i,3 t3 )> CîW 

3=1 

L'image de hi coïncide clairement avec Xp,h,—,l m i mais ce morphisme n'est pas fini 
en général. 

Nous allons noter (si I p> i est l'ensemble des indices j pour lesquels lj > p) 

D ,i( m )p '■= {L G D(m) p \lj <p Vj, h - b ki (!) > lj - b kj ({) Vj ^ i 
et h - b ki {[) > lj - b kj (I) Vj < i) 

et 

D q ,i{ m )p '■= {l *= D ( m ) P \ h>P, Card(I p .jJ = q, k - b ki (l) > lj - b k] (l) Vj ^ i 

et h - b ki > lj - b kj (l) Vj <i}. 

Remarque 5. Si h > p et si j est tel que kj ^ k{, alors U — b ki (l) > lj — b kj (l). 
En effet, si h > kj, alors par hypothèse nous avons p — lj > b ki (l) — b kj (Q. Or 
p — lj < k — lj et le résultat s'ensuit. Si fcj < kj, alors < k — p < k — lj. Or 
bki (L) ~ b kj (V) < et le résultat s'ensuit là encore. En particulier nous avons 

D(m) p = f j D itq (m) p . 

0<i, q<m 

6.1. Cas Cl. Soit l G Do,i(m) p . Nous notons alors 

W/ := G" c x A^ 1 x • • • x a ^{p-^p-^(L)} x . . . x a p-U 

et 

< :.GI c x^ !l x...xA p c - ! ™. 
On considère sur W{ les coordonnées (zifi, z TOl o) sur le premier facteur, les co- 
ordonnées {zj.i, Zj^p-ij) sur le (j + l)-ième facteur pour j 7^ z et les coordonnées 
(-z»,i, Zi iiaax jp_i iiP _i )k . (()}) sur (î + l)-ième facteur. On considère sur W/' les co- 
ordonnées {zi.q, z m ,o) sur le premier facteur, et les coordonnées {zj t \, Zj,p-ij) 
sur le (j + l)-ième facteur pour tout j. 
Nous avons clairement 

W[' C W/ C WJ. 

Nous notons 

e := max{Zj — b kj (l), 0} = max{(i — b ki (l), 0}. 
j 

Par ailleurs, nous notons ki_ l'unique entier qui vérifie les inégalités suivantes : 

(2) b h _{V) = a i ( k Ù l 3 <P-e<J2 a i( k L+ = K+i ©• 

3 j 
Nous avons alors le résultat suivant : 

Lemme 6.1. Le morphisme hi_ restreint à W{ est fini et d'image Xp,h,--.,l m - Si 

nous notons x p ,i u ...,i m ■= hi(W['), nous avons Xp,h,...,l m =X P ,i 1 ,...,i m x A c ^ " } et 
hi_ restreint à W" est un revêtement galoisien de Xp,i lt ...,i m - S° n groupe de Galois 
est le groupe G kl , sous-groupe commutatif de U™ formé des éléments (s\,..., e m ) 

qui vérifient les équations Yli s™ ar ^ = 1 pour r = l,..,ki_ où U„ est le groupe des 
racines n-ièmes de l'unité, qui agit par multiplication terme à terme sur G™ c . 
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Démonstration. Nous allons d'abord montrer que l'image de W[ par hi_ est égale à 

Xp,h,.-.,lm ■ 

Soit z = (zi, z m ) G Wy et montrons que l'on peut trouver w G W( ayant même 
image par hi_ que z. Nécessairement nous devons avoir 




j,o = w 7,o si h < V, 

p—L 



i + w îM k mod t p -^ +1 si i 3 < p. 



k=l 



Comme lj < p pour tout j, nécessairement z™ = w™ et Zj t k — Wj,k, pour tout j 
et 1 < k < p — lj. Nous posons alors Wj,k — Zj,k, pour tout j et < k < p — lj. Les 
coefficients de t c dans l'écriture de £(z), pour c < p ~ e, ne dépendent que des Zj t k 
pour k < p — lj. Le coefficient de t p ~ e+1 est de la forme 



l[z^\z t , p - h+1 +P 



M, 

3 

où P ne dépend que des Zi y k pour k < p — Z, et des pour j ^ i et k < 
p — lj + 1. Comme ~ Y\j ^'i^ ^ 0, nous pouvons trouver w^ p _; i+ i de 

telle manière à choisir (s'il apparaissent ici) les Wj. p -i j+ i égaux à zéro pour j ^ i 
sans changer la valeur de ce coefficient. Nous pouvons continuer ainsi par récurrence 
croissante sur les coefficients de t c dans l'écriture de £,(z), pour voir que l'on peut 
trouver w G W( tel que hi_{z) = hi_(w), le système d'équations apparaissant ici étant 
triangulaire. Le morphisme hi_ restreint à W[ est donc fini. 

Nous remarquons au passage, que le système d'équations obtenu des coefficients de 
t c dans l'écriture de Ç(z) est triangulaire en les variables pour p — k + 1 < k < 
p — bkiil), pour p — e + 1 < c < p. Donc nous pouvons écrire Xp,h,...,l m sous 1 & forme 

X P ,h,-,i m x A c _bfc,a) oùjtp,!, i M = h L (W['). _ 

Déterminons la fibre au-dessus d'un point de Xp,h,...,i m - Remarquons que ki < k\_ 
car 6fc ;+ i(Z) > p — e = p — li + bki(l) > 0^(1). Soient z et w dans W" tels que hi_(z) — 
hi(w). Dans ce cas z™ = w™ pour tout j et Zj t k — Wj,k pour tout j et pour tout 1 < 
k <p—lj. Considérons alors le coefficient de t c dans l'écriture de Ç(z) = Ç(w). Pour 
c = bk t il), ce coefficient nous permet de dire que (zi,0; Zm,o) — s(wi.o, w m .o) 
pour un e G Gk ± . Pour b^Q) < c < bk 2 {L), ces coefficients n'apportent aucune 
information supplémentaire. Pour c = 6fc 2 (Z), coefficient nous permet de dire que 
(zi.o, 2 TO , o) = e(wi,o, w m .o) pour un e G Gk 2 ■ Par récurrence sur c, nous voyons 
alors que (zi,o, ■■■ 1 z m .o) = e(wi t o, ■■■,w m .o) pour un £ G Gk t - Comme lj < +oo pour 
tout j, le revêtement est étale et donc galoisien de groupe de Galois Gk,- 

□ 

Nous avons alors 

[x P ,h,...,i m ] = [G™ !C /G k ^ pm+maK{li - bk ^' 0} -Z7=ih . 

6.2. Cas C2. Soit Z G D 9> i(m) p avec g > 1. Nous notons alors 
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et 

W[' := GZT 1 x ( Il A C 

On considère sur W[ les coordonnées (zj 1 fi, z j m - q ,o) sur le premier facteur (où 
{ji, jm-q+i} = {1, -, m}\ {4 P \{î}}), les coordonnées Zj.p-iJ sur le 

(j + l)-ième facteur pour j £ Ii tP et les coordonnées (z^i, ^ lP -6 fc . (;)) sur (i + 1)- 
ième facteur. On considère ces deux variétés plongées dans Wi_ en identifiant un 
élément de coordonnées 

avec l'élément de Wi_ de coordonnées 

(-21,0, — , z m . n , Zj t i,..., Zj^-i^j^ijZi^,..., ^»,p-6 fc4 (y) 

en posant z^o = 1 et z^fc = si j € J Pi ; et k < p — Zj. Nous avons alors le résultat 
suivant : 

Lemme 6.2. Le morphisme restreint à W[ est fini et d'image Xp,h i m - Si 

nous notons x p , h i m ■— hi_(W"), nous avons Xp,h,—,l m —Xp.i x i m x bk *® 
et hi_ restreint à W" est un revêtement galoisien. Son groupe de Galois est le groupe 
Gki n U™~ ç+1 , où U™ _<?+1 est le sous-groupe de U™ dont les éléments ont les 
coordonnées d'indice dans h,p\{i} égales à 0, et Gk { est le sous-groupe de U™ 
formé des éléments (s\, £ m -<j+i) qui vérifient les équations Y[j$i p s" ar ^ — 
1 pour r = 1, ..,ki où U„ est le groupe des racines n-ièmes de l'unité, qui agit par 
multiplication terme à terme sur G™ c 9 . 

Démonstration. Nous allons d'abord montrer que l'image de VF/ par h\_ est égale à 

Xp,h,-,l m - 

Soit z = (zi, z m ) 6 Wj, et montrons que l'on peut trouver w € W/ ayant même 
image par hi_ que z. En particulier nous avons 

z™ est fixé si lj < p, 

p-lj \ 

4- ^2 z î- ktk mod t p ~ lj+1 est fixé si ij < p. 
k=i J 

Les coefficients de t c dans l'écriture de £(z), pour c < b^iL), ne dépendent que des 
z^fc pour j ^ et k < p, d'après la remarque 5. Si c = b^Q), ce coefficient est de 
la forme 

naj(ki) a.(fci) p 
z j,0 - z i,0 "+" r 

où P ne dépend que des z^fc pour j ^ fc < p — Zj ; + 1. Si nous posons w^o = 1 
pour j G J Pi j\{z} et i0j )P _^+i = 0, il existe toujours un Wi$ qui permet de garder 
la valeur de ce coefficient inchangée. Nous pouvons continuer ainsi par récurrence 
croissante sur les coefficients de t c dans l'écriture de £(z), pour voir que l'on peut 
trouver w G W[ tel que /i;(z) = hi_(w), le système d'équations apparaissant ici étant 
triangulaire. Le morphisme /i; restreint à W[ est donc fini. 

Nous remarquons au passage, que le système d'équations obtenu des coefficients 
de t c dans l'écriture de £(z) est triangulaire en les variables Zi t k, pour < k < 
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P ~ &fci(I) et bkiil) < c < p. Donc nous pouvons écrire X P ,h,...,l m sous ^ a forme 

x pM ,..,i m x 4~ M1) où x PlIll ..., Im = h(w['). 

Comme précédemment nous voyons que deux éléments z et w de W" ont même 
image par hi_ si et seulement si z — ew où £ £ Gk t n U™~ 9+1 . 

□ 

Nous avons alors 

[X P ,h,-,l m \ - l b m,C /^fcj 1 - P,i 

6.3. Calcul de x P , h l m et fp,h,...,l m ' Nous allons maintenant énoncer un lemme 

utile pour achever le calcul : 

Lemme 6.3. Soit G un sous-groupe de î U nj agissant sur G™ c par multipli- 
cation sur chaque terme. Alors la variété quotient G™ c /G est isomorphe à G™ c . 

Démonstration. D'un point de vue torique, le cône associé à G™ c est l'origine 
de Z m . Le semi-groupe de cette variété est donc Z m en entier. L'ensemble des 
puissances des monômes invariants par l'action de G forment un semi-groupe N de 
Z m qui est en fait un groupe car X^.-.X*™ est invariant sous l'action de G si et 
seulement si Xf kl ...X^ m l'est aussi. Donc N est isomorphe à il pour l < m et 
7V(X) Z M = M ; . Or pour tout i, X™ 4 est invariant par G donc 7V® Z M = R™ et l = m. 
Donc G™ C /G est isomorphe à G™ c . 

□ 

Nous avons donc [GJ^ C /Gfc] = (L — l) r et nous obtenons : 

pour le cas Cl : \x P ,h,...,l m ] = (L - l) m L pm L- ^7=i h+^{h-b ki (i)),o}_ 

pour le cas C2 : [ X p,h,..,*J = (L- îr^L^ 1 )^^^' 3 ^®. 

Nous utilisons le même morphisme hi pour calculer Xc{<Pp,h,...,l m )- En effet, dans 
le cas Cl, la mesure arithmétique de l'image de hi_ coïncide avec Xc{f P , h,...,l m )- Or 
<Pp,h,...,l m ) = ^ p ii j m ^ ( y 5 ' °ù ^p,ii,...,! m est 1 & formule qui définit Xp,i lt ...,i m et 
tp' est la formule qui définit A™ ax ^* L a mesure arithmétique de W" est 

égale à îf^ m ^ ^^^v.i 1 car la formule qui définit W" est sans quantificateurs. Le 
morphisme hi_ restreint à W" est un revêtement galoisien de groupe de Galois fini, 
de cardinal n/n^ dans le cas Cl et de cardinal n(i, I p .i) dans le cas C2 (n(i, I p .i) ne 
dépend que de i et de I p ,i)). La formule ip' est sans quantificateurs, donc sa mesure 
vaut h li ~ bk i(t\ Donc nous avons 

cas Cl : Xc{<Pp,h,...,lJ = ^(L - l^L^L" ^=1 li+max{i 1 -6 fci (i)),0}_ 

cas C2 : Xc^,...,^) = -pV^ " l^L^-^M^œ. 
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7. Étude de l'union (1) 

L'union (1) n'est cependant pas toujours disjointe comme le montre l'exemple 
ci-dessous : 

Exemple 7.1. Soit / = Z z - XY . Notons fn(t), h 2 (t) et h 3 (t) les arcs définis 
par hi(t) = (t 5 , t 7 , t 4 ), h 2 {t) = (t 6 , i 6 , t 4 ) et h 3 (t) = (t 7 , t 5 , t 4 ). Modulo t 5 , ces 
trois arcs ont la même troncation mais les ordres des différentes coordonnées ne 
coïncident pas. C'est-à-dire que Xi, 5, 7 H \i, 6, 6 H X4 : 7,5 ^ 0. 

Nénamoins nous pouvons énoncer le résultat suivant : 

Lemme 7.2. Nous avons 

x P M,-,im = x P ,i[,...,i' m x P ,h,...,i m nxp,;;,.,^ ^ ® 

< l i >p<*l' i >p 
( MI-i') = o 

où ri est l'entier fc, si U > p (voir remarque 4)- 
Démonstration. Il est clair que 

Xp,h,...,i m = Xp,«i,...,^ => x P ,h,...,i m nx P ,i;,..,^ + 0- 

L'implication 

r 6r,a-i / )=o. 

Xp,ll,...,Im ^Xp,li,...,l' m ^0=^ < k<P^k=l'i 

{ l i >p-&l' i >p 

découle de la remarque faite à la fin de la preuve de la proposition 5.1. 
Fixons (h,..., l m ) £ KerM et l' m ) G KerM. Supposons que nous ayons 

briil — l') = 0, k < p => Zj = Z- et que h > p l[ > p. Supposons qu'il existe 
un entier i pour lequel Zj > p. Dans le cas contraire les équivalences sont triviales. 
Soient h G Xv, h,...,i m d h un arc égal à h modulo (t) p+1 et dont chaque composante 
Xi est d'ordre U pour 1 < i < m. Nous avons donc h(t) = (xi(t), x m (t), z(t)) et 
nous pouvons supposer, quitte à changer les variables, que x\{t) = ... = Xk(t) = 
modulo (t) p+1 , et que Xk+i{t),..., x m (t) sont non nuls modulo (t) p+1 (c'est-à-dire que 
h,..., h > P et lk+i, lm < p)- Nous allons chercher des avec ord(x-(i)) = Z- 

pour 1 < i < m, tels que 

£(z 1/n W)=£(z' 1/n (*))- 
Pour cela, il nous suffit de poser x[{t) = Xi(t) pour tout i compris entre k + 1 et m, 
et de voir que cela revient alors à trouver des x\ (t) tels que 

(3) & 4 (* 1/n (*)) + &,+i(s 1/n (t)) + • • • = &(*' 1/n (*)) + • • ' • 

Il suffit pour cela de trouver 2/ ; , pour fc+1 < i < m tels que œ"*/*^ = Yii x'°'^ k '^ 

ce qui est toujours possible. Ensuite il suffit de choisir les x\ k pour k > l\ ce qui 

est toujours possible car les équations en les x' ik , qui découlent de l'annulation 

des différents termes de l'équation 3, forment un système triangulaire. Donc h G 

X P ,l[,...,l' m - 

a 

Exemple 7.3. Si pour tous i et j tels que i ^ j nous avons a,(l) + flj(l) > 1, 
alors l'union (1) précédente est disjointe. 
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Nous allons alors noter : 



N p , lu ..., lm :=CardlKer(b p , lu ..., lm )f) ]J (Z n] - oo, h - p[) 

où I Py i — {ii, i q } est l'ensemble des indices i pour lesquels l{ > p et b p j lt ... t i m 
est l'application linéaire 

6p,ii,...,l m : Z« 

(«1, -, u q ) i — > naj^r^wi H h na iq (r L )u q 

D'après le lemme précédent, nous voyons que Xp,h,---,l m = Xp, V 1 ,...,V si seulement 
si (Ji - ZI,..., im-C)eKer(6 p ,i 1 ,..., Im )nili e j p , 1 (Zn]-oo ) i i -pD. 
La mesure motivique des p-troncations d'arcs qui ne se relèvent pas en arcs dont 
l'une des coordonnées Xi est nulle est alors égale à : 



(4) 



[J Xp,h,...,l n 

(li,...,l m )£D(m) p 



E 



(il,..., l m )eD(m) p 



[x P ,h,...,i 
N P,h,-,i 



Exemple 7.4. Dans le cas Z 3 = XY, nous avons 

^4,5,7 = Cw{Ker(l, l)P|((Zn] - oo, 1[) x (Zn] - oo, 3[))| . 

Cet ensemble est formé de trois points : le point (0, 0) correspond à %4, 5,7, le point 
(1, —1) correspond à %4, 6,6 et le point (2, —2) correspond à %4, 7, 5- Et donc le 
cardinal de cet ensemble vaut 3. 



8. Étude des troncations d'arcs pour lesquels un des x l (t) est nul 

Ce terme correspond aux troncations d'arcs pour lesquels un des Xi(t) est nul. 
Nous allons exprimer le terme [X(a(l), a(g))p,cn] en fonction de différents termes 
de la forme [ir p (X (b(l) , 6(i))oo)] pour i < g. 

Rappelons que pour tout i compris entre 1 et m, h est le plus petit entier qui vérifie 
ai{ki) ^ et que nous avons 

1 = ki = k 2 = ■ ■ ■ = k io < k io+ i < k io+2 < ■ ■ ■ < k m < g 

Soit i G {1, m}. Que vaut [Xp,h,---,l m ] ou h = +00 et lj < +00 pour j < il 
Si i > io les Xj pour j > i peuvent être choisis quelconques et 

[XpA 1 ,...,iJ=^ m - l) [MX(a t (l) 1 ... 1 a\k t ~l)) oc )] 

avec a l {j) — a^-i^')) pour 1 < j < fcj — 1. Le germe de variété 

X(a % (l) 1 a l (ki — 1)) n'est peut-être pas réduit mais il reste irréductible car ses 
exposants caractéristiques sont conjugués. 

Si i < io, les Xj pour j ^ i peuvent être choisis quelconques mais les Xj pour j < i 
doivent être non nuls donc [Xp,h,...,lJ = L^ 1 "-') (U> - 
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Nous avons donc 

io 

[X(a(l),..., a{g)) p . cn ] =J2^ p{m - i] (L p - l)'" 1 
(5) î=1 

+ LP (Tn - i) [7r J ,(X(a i (l),...,a i (fe i -l)) 00 )] ) 

i=i + l 

et 



(6) PX c (a(l),..., fl (m))(T) = ^^^ 



cp(-i)' 



Lm-j-ly 
m 

-f > geom,X(a i (l),...,a i (fe i -l)),o(IL m % T). 

i=io+l 

En suivant le même raisonnement nous obtenons 

Xc(¥> P , cn (a(l),-, o(m))) =^Lf(™- i ) (LP - l)'" 1 

(7) î=1 

+ £ L^-^Xc^pKa),-,^^-!))), 

t=»o+l 

et 

(8) P^f (a(l), o(m))(T) = EE ^ffr 

i=0 j=0 



+ X -Parit,X(a'(l),...,a i (fc i -l)),o(IL m *T). 
i=<o+l 

9. RÉSULTAT PRINCIPAL 

Nous pouvons alors donner la forme générale des deux séries étudiées : 

Théorème 9.1. Soit (X, 0) un germe d'hyper surf ace irréductible quasi- ordinaire 
d'exposants caractéristiques o(l),..., a(g). Nous avons alors les relations de récur- 
rence suivantes 

(9) 

m 

Pgeon h X(a(l),...,a(g)),a(T) = (L - 1)™ ^ ^ jpmj,p 

i=l p>0 

x ^ £,-1:7=1 ^+max{;,-6 fci (I),0} + 

(li,...,( m )eflo,i(m)p 

m m _— Ejgj .h — bkid) 

+^^(L-ir^^(r-^x x ^— — + 

9=1 i=l P>0 (li,..,l m )€D,,,H P.«i.-,«m 

+ X! ! JjTm-j-l J° + X! P ffeom,X(a i (l),...,a i (fc,-l)),o(IL m_î r) 

2__ j — î— ÎO+1 
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iw ( a(i),...,a( fl )),ocr) = (l - ir E v E E Lî,mrP 

fc=0 i=l p>0 
x ^ L -E™i'i+ma X {;,-6 fci (|),0} + 

(11,-, *m)€A),«( m )p 

+ EEE E (L-l) ro -« +1 2(L m -« +1 T) p x 

(10) k=0a=ii=i /e {1,..., m} ^° 

»€/,#/ = g 

x \ |- 

fJ , fm x n(*.A.,i) N P,h,-,i m 

{Li,..., L m )£JJ q ,i,i{m) p 
io — 1 i çji—j, m 
+ E E l l\jn-i-\ T + E P Seom,X(a*(l),...,a*(fe i -l)),o(L m " ;î T) 
i— J — i— io + 1 

D(m) p := {(ii, Z m ) £ #erM / < h < p} 

|J {(/!, l m ) e KerM/k > p, lj <p,j = i + l, ...,m, b ki (l) < p} n (N*)" 1 ^ 

ip.i esi l'ensemble des indices j pour lesquels lj > p, 

D ,i(m) p := {l_ E D{m) p \ lj < p Vj, h ~ b kz ({) > ij - 6*, . (i) Vj ^ i 
et h - b ki (l) > lj -b kj {f) Vj<i}, 
D q ,i(m) p := {i G D(m) p \ h > p, Card(I p ,i) = q, h- b ki (l) > lj - b kj (V) Vj ^ i 
et h - b ki (l) > lj -b kj {f) Vj <i}. 
D q .ij(m) p := {Z e D(m)q t i(m)p\I Pt i = 1} , 

(il,..., Z m ) 1 — > (nJ2ai(l)h, nJ2ai(g)k) 



10. Cas où les cij(l) > 1 pour tout i 

Dans ce cas beaucoup de choses peuvent être simplifiées, et nous pouvons donner 
une expression explicite de ces deux séries. Tous les kj sont égaux à 1, et &i(Z) > lj 
pour tout j, si lj > pour tout j. En particulier, si h > p, alors b ki (l) > p et seul 
le cas Cl est à considérer ici. D'autre part e = 0. Nous avons 

D(m) p = {(ii,..., l m ) e KerM/0 < h < p} . 

Notons 

E p := E L-£f=i'< 

(il,..., i m ) G KerM 

< h < p 
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etF fe , p := Yl L ~ E?= 

(h,..., l m ) G KerM 
< k < p 
bk(l)<P 



Nous avons alors 



PlZ e m Kl), -, o(m))(T) = (L — ir^E p (L m 7y 

p>0 

et 

(H) 

9-1 

PlruHl), -, a(m))(T) = £(L - l)"^(L m Tf (F fe;P - F fc+1 , p ) 

fe=l p>0 

+ (L - l) m ^(L m T) p F S! p + (L - l) m ^(E p - Fi :P )(L m T) p 

p>0 p>0 

= (L - l) m ^E p (L m T) p + (L - l) m ^ /" ^fc-^fc-A ^ F fe!P (L m T) p . 

p>0 fc=l V n / j,> 

Pour calculer ces séries, notons 

Ep = E Pli ... ;Pm = ^ L" £?=i'«. 

(il,..., / m ) G KerM 
< ii < ^ 

Nous avons alors le lemme suivant 

Lemme 10.1. Nous avons pour tout n>pk>0,p>0,k>0 : 
(1) 



(2) 

Fp 1) ... 1 pj+fcn,...,p m Fp x ....^kn ,...,p m +L IEpi,...,pj,...,p m , 

(3) 



1 -L" fe ™ 

Fp ll ... 1 fc ni ... 1 p m = ^ — JL~ n Plvi" Pm ' 



Fp 1 .....pj+fen,...,p m — T[ — n ^Pi,-,n,-.Pm +L E pi v .. ; p. t ,,, t p n 



(4) 

1 - L,- kn 
1 -L-" 

Notons S m := {s : {1, m} — ► {0, l}" 1 }. Powr iowi s G <S TO; nous noterons \s\ le 
nombre d'éléments de {1, m} d'image 1 par s. ./Votts avons alors 

Fp+„fe = ^ L^» fe *™^ s ^E pi (i_ s (i))+fc ins (i), ..., Pm (i_ s ( m )) + fc m „ s ( m ) • 

S£S m 

£n notantE p ^ s = ^ p (i- s (i))+ns(i),...,p(i-s( m ))+ns(m), nous avons 

-kn -| \ l s l 

iï -kn(m-\s\)-^ 

-•p,8 ■ 



(tt — kn i \ 1*1 
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Démonstration. Le 1. découle des définitions. 

Il faut tout d'abord remarquer que nous avons M(ii,..., l m ) = si et seulement 
si M(l\, U + In, l m ) — pour tout i et tout l entier. Le 2. découle alors de 
l'égalité suivante : 

TU 1 \ ^ ]T X/ i = 1 — li 

^pi pj+kn,..., p m / ^ 

(il,..., i m ) G KerM 
0<h<Pii^j 
< lj < pj + kn 

(h, l m ) E KerM (h, l m ) G KerM 

0<k<Pii^j 0<k<Pi 
<lj < kn 

Le 3. s'en déduit par récurrence et le 4. en compilant 2. et 3. 
Corollaire 10.2. Nous avons 

n F l«l (7^ (-l'y 

y E„(L m r)p = y y (l^tf ^ y h; . ; . 

i /_^\ > „_ n _ ^\ 8 \ i_ (UT) n 

p>o p=i ses m y ' j=a v ' 

Démonstration. Nous avons 

y E p (L m Tf = y ^(L m r) fe "+PE î)+fe „ 

p>0 p=l fc>0 



□ 



™ / tt -fcn 1 \ 1 1 

= y (L m r) p y y (L m r)™ fe — - — - ) L- fe "( m -i s i)E PiS . 

p=i se5 m fc>o ^ ' 

Le résultat est alors direct en développant ( \-„Zi ) e t sommant sur k. 



□ 



Pour calculer les séries où apparaissent les ¥k tP nous pouvons remarquer comme 
tous les ai(k) > 1 que 

F fc , P = y l- 

(il,..., i m ) £ KerM 
< Z î 
bk(l)<p 

Donc nous avons 

y F^p(L m r) î, = y y l-s^ql 7 "^ 

p>0 p>0 (Zi,..., Z m ) e KerM 

0</i 

y y L-sr^'i^r)" 

(il,..., Z m ) G KerM p > b k {l) 
0<h 
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L-E?=i^(L m T) 6fe (y 
2^, 1 — L m T 

(il,..., i m ) G KerM 
< h 

= 53 ^ L-n^-fL^Ml) ^,^ r<(Lror) n6 fc fe) . 

ri>0 (/!,..., Z m ) G KerM 
< < n 

Car (/i + nn, Z m + nr m ) G KerM <^=^ (Zi, l m ) G KerM. Nous avons donc 

53 F fe , p (L m Tf = 
P > 

Z / 1 — L m T 1 — L n ( ma »( fe ) _1 )T na *( fe ) 

(il,..., l m ) G KerM ' ' ' 1=1 

< Zi < n 

Nous pouvons alors en déduire le 

Théorème 10.3. Soit (X, 0) est un germe irréductible à singularité quasi- ordinaire 
tel que aj(l) > 1 pour tout i G {1, ...,m}. Alors nous avons 



(12) 



m-l i (ji-3f_i\j 
Pgeom,X,o{T) = X] X/ J l\m-j-\^ 
i=0 j=0 

+(L -l) m EE (L m Tf p _" s X i IojtY 

p=l sG5 m v ; j=0 v ' 



m-i i c^U—iy 

Parit,Xfi(T) = 53 X 1 ^Lm-j-ly 

1 " Tir s C"' (— IV 

d3) + i(L - ir E E < Lmr >'<E^ï>R E t4^? 

p=i ses m v ; j=o v 7 

kl irv ^'"*-^ Hfc tt l 

^ V n / 1 - L m T -1-1 1 _ Ln(moi(fe)-l)ynoi(fc) 

fe=l v 7 i=l 

om E P)S ei E PjS soni définis lemme 10.1 et 

H fe := 51 L-£i=i*i(L" l T) 6 *< D 

(il,..., Z m ) G KerM 
<h <n 

10.1. Exemples. 
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10.1.1. Courbes planes. Considérons un germe de courbe plane de caractéristique 
(Po = n, fa, ...,f3 g ) [Z]. Nous avons alors n = n, m = 1 et g = g. De plus 

l G Ker M <=^> l G nZ . 

Nous obtenons alors 

1 L — 1 T n 

"geom,X,0(J- ) — ^ _ rp + Y^JJT T--T™ 

. p 1 L-l ° / nfc-nfc-i \ L^~"T" 

Gl f ar it,Xfi\J- ) 1 _ T + 1 _ hT 2^[ n l_ h /3 k -n T n- 

k=0 v 7 

On retrouve là le résultat de Denef et Loeser [DL2]. 

10.1.2. L'hyper surf ace définie par Z 2 -X 3 Y 3 = 0. Soit l'hypersurface de C 3 définie 
par Z 2 — X 3 Y 3 = 0. La série fractionnaire associée est £ = X 3 ^ 2 Y 3 ^ 2 . Dans ce cas 
nous avons n = 2, m = 2, g = 1, m = 2 et 

M : Z 2 — > A 
(11, Z 2 ) i — > Sh + 3l 2 

Nous avons 

(/i, h) GKer M ^h + l 2 G — . 
Soit p G {1, 2}, nous avons 

E i, (o,o) = E i,(i,o) = E i,(o,i) = L -2 , 

E 2,(0,0) = E 2,(0,l) = E 2,(l,0) = E 2,(l,l) = E l,(l,l) = + L~ 4 . 



D'où 



-2L (1 + L) 2 (1-L) 2 1+L 2 



(1 + L) P geom ,xfl{T) - 1 _ T + 1 _ LT x + LT + ! _ L 2 T • 
Dans ce cas, la série géométrique a 4 pôles en T : 1, L -1 , — L -1 et L~ 2 . 
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